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 公的年金などの長期投資においては、将来時点における資産額が必要水準を下回る確率（下方確

率）に留意する必要がある。実際の運用においては、基本ポートフォリオを定めたうえで、適時適切にリ

バランスする。基本ポートフォリオの策定に際して、平均・分散モデルに基づく 1 期間最適化モデルを

利用する場合には、このモデルから得られる基本ポートフォリオに忠実に運用を行った際の下方確率

を確認しておくことが要請される。 

 本研究では、平均や分散といった 1 期間最適化モデルのパラメータと下方確率との対応関係を正規

分布から明示的に把握するには、『データのサンプリング頻度と運用で想定されるリバランスの頻度が

共に十分高い』条件が満たされればよいことを示し、リバランス頻度とサンプリング頻度の観点から長期

投資における 1 期間最適化モデルの利用について検討する。 

（注）本ワーキングペーパーは、GPIF 職員の研究成果をとりまとめたものであり、文章中で示された内容や意見は GPIF の公式見解を示すものではあり

ません。また、本ワーキングペーパーの作成には、GPIF 職員の竹内光氏から有益なコメントを頂きました。ここに記して感謝します。 

1．はじめに 

ポートフォリオを構築する際には、モデル構築や解法上の容易さから、1 期間最適化モデルが中心的に採用さ

れている。GPIF では、基本ポートフォリオ(詳しくは GPIF(2023)を参照されたい)から大きく逸脱することがないように、

乖離許容幅内で資産運用を行っている。このため、大きな資産配分の変更といった投資の意思決定を行うのは、

基本ポートフォリオを決定する時点となる。このような運用を前提に、1 期間最適化モデルを利用して基本ポートフ

ォリオを構築している。ただし、公的年金などでは将来的に運用資産を年金支払いに充てることを想定しているた

め、1 期間最適化モデルを利用して定めた基本ポートフォリオに忠実に運用を行った際に、将来時点において想

定される資産額が必要水準を下回る確率（下方確率）を確認しておく必要がある。 

1 期間モデルで最も著名なものは、Markowitz(1952)によって提案された平均・分散モデルである。本多

(2019)は、平均・分散モデルが資産市場の分析やポートフォリオ戦略の構築において、現在でも非常に有効な方

法論を提供していることを説明している。本研究の課題である「サンプリング頻度」に密接に関連する部分を紹介す

る。本多(2019)が扱うテーマの 1 つに、平均・分散モデルで用いるパラメータの推定に関する問題があり、

Levy/Roll(2010)やKan/Zhou(2007)などの先行研究を踏まえたうえで、パラメータを利用する際の注意点を指摘

している。具体的には、「推定されたパラメータが不偏推定量であったとしても（真の値よりも大きめに推定されてし

まう資産の数と小さめに推定されてしまう資産の数がおおよそ同じ程度になったとしても）、得られた推定値を平

均・分散モデルの入力値として最適化計算を行ってしまうと、算出される最適ポートフォリオや効率的フロンティア

はその範囲が拡大する傾向がある。」ことを指摘している。この指摘を踏まえると、推定されたパラメータに基づく最
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適化を試みる際には、パラメータ値は、不偏性を有することに加えて、その信頼区間が出来るだけ小さいことが望

まれる。よって、過去データからパラメータ推定する場合には、データのサンプリングにおいて十分な個数のリターン

データを確保することができるサンプリング頻度が必要である。 

 長期的な資金運用を基本ポートフォリオから大きく逸脱することがないように行うためには、運用ポートフォリオ

の構成割合が基本ポートフォリオの構成割合から乖離がみられる際に、適宜適切にリバランスを行う必要がある。

システマティックなリバランスがパフォーマンスに与える影響(リバランスプレミアム)について分析した先行研究に清

水・内山(2017)がある。幾何ブラウン運動モデルを仮定して市場から推定されたパラメータを用いたモンテカルロ

シミュレーションによるリバランスと、実際のリバランスから得られるリバランスプレミアムを比較のうえ、「投資機会が

変動しない場合(推定されたパラメータを固定)」において、リバランスによるパフォーマンスの向上への寄与は限定

的であるとしている。加えて、実際のリバランスから得られるリバランスプレミアムが有意に大きくなる場合には、リス

クリバーサル(過去のパフォーマンスの低い資産が、その後長期的に高いパフォーマンスを出し、反対に、過去のパ

フォーマンスの高い資産は、その後低いパフォーマンスになるという現象)などの「投資機会の変動」による影響が

大きいと示唆している。 

 本研究の目的は、平均や分散といった 1 期間最適化モデルのパラメータと下方確率との対応関係を正規分

布から明示的に把握するには、『データのサンプリング頻度と運用で想定されるリバランスの頻度が共に十分高い』

条件が満たされればよいことを示し、リバランス頻度とサンプリング頻度の観点から長期投資において 1 期間最適

化モデルを利用する場合の注意点について検討することである。 

 本論文の構成は次の通りである。節 2 では、清水・内山(2017)と同様に幾何ブラウン運動モデルを採用し、本

研究の目的を踏まえて、リバランス頻度(連続リバランスと Buy and Hold)についての考え方を整理する。節 3 では、

幾何ブラウン運動を離散化して、リバランス頻度と(パラメータ推定に用いるリターンデータの)サンプリング頻度がも

たらす下方確率への影響をより明示的に捉える。節 4 では、数値例に基づき、サンプリング頻度の違いによるパラ

メータの信頼区間の大きさの違いについて確認する。最終節では、まとめと今後の課題を付す。 

 

2．各資産が幾何ブラウン運動に従うケース 

2.1 幾何ブラウン運動とリバランス頻度 

各資産𝑖𝑖, (𝑖𝑖 = 1,2,3,4)の時点 𝑡𝑡 における価格𝑆𝑆𝑡𝑡𝑖𝑖が式(1)の幾何ブラウン運動に従うものとする。 

𝑑𝑑𝑆𝑆𝑡𝑡𝑖𝑖

𝑆𝑆𝑡𝑡𝑖𝑖
= 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑𝐵𝐵𝑡𝑡𝑖𝑖 (1) 

ここで、𝐵𝐵𝑡𝑡𝑖𝑖は標準ブラウン運動、𝑑𝑑𝐵𝐵𝑡𝑡𝑖𝑖 ∙ 𝑑𝑑𝐵𝐵𝑡𝑡
𝑗𝑗𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜌𝜌𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑑𝑑𝑑𝑑 である。ブラウン運動の詳細については森村・木島(1991)

を参照されたい。 

ポートフォリオで取り扱うために、4 資産(現在の GPIF の基本ポートフォリオが 4 つの資産クラスで構成されているた

め、4 資産を想定するが、一般の場合でも同じ議論が成り立つ)のウエイトベクトル 𝒘𝒘 = (𝑤𝑤1,𝑤𝑤2,𝑤𝑤3,𝑤𝑤4)、ドリフトベ

クトル 𝝁𝝁 = (𝜇𝜇1,𝜇𝜇2,𝜇𝜇3, 𝜇𝜇4)と拡散行列 𝛀𝛀 を導入する。 

(連続リバランスのケース) 

 式(1)に基づけば、ウエイト𝒘𝒘のポートフォリオリターンが従う確率過程は、式(2)となる。 



 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆𝑡𝑡𝑃𝑃

𝑆𝑆𝑡𝑡𝑃𝑃
= �𝑤𝑤𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑆𝑆𝑡𝑡𝑖𝑖

𝑆𝑆𝑡𝑡𝑖𝑖

4

𝑖𝑖=1

= �𝑤𝑤𝑖𝑖�𝜇𝜇𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑𝐵𝐵𝑡𝑡𝑖𝑖�
4

𝑖𝑖=1

= ��𝑤𝑤𝑖𝑖

4

𝑖𝑖=1

𝜇𝜇𝑖𝑖� 𝑑𝑑𝑑𝑑 + �𝑤𝑤𝑖𝑖𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑𝐵𝐵𝑡𝑡𝑖𝑖
4

𝑖𝑖=1

= 𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑 + �𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝑑𝑑𝐵𝐵𝑡𝑡 

(2) 

式(2)は、全ての時点 𝑡𝑡  において、次の微小時間 𝑑𝑑𝑑𝑑  においてポートフォリオリターンが従う分布は、

𝑁𝑁(𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑,𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑)であることを意味する。これは、常にどの瞬間においてもポートフォリオのウエイトが 𝒘𝒘 で維持

され続けていること、つまり、ポートフォリオが連続リバランスされることを意味する。 

 式(2)が常に満足するような運用（つまり、連続リバランス）をすれば、時点 0 の総資産額 𝑆𝑆0𝑃𝑃 は、時点 𝑡𝑡 には式

(2)を積分して得られる式(3)の𝑆𝑆𝑡𝑡𝑃𝑃となる。 

𝑆𝑆𝑡𝑡𝑃𝑃 = 𝑆𝑆0𝑃𝑃𝑒𝑒
�𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇−𝟏𝟏𝟐𝟐𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘

𝑇𝑇�𝑡𝑡+�𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡 (3) 

式(3)を用いると、時点 0 から時点 𝑡𝑡 までのポートフォリオグロスリターン（時点 0 において１単位金額を投資したも

のが時点 𝑡𝑡 に幾らになっているかを表す）𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 を表す確率変数は、式(4)で与えられる。 

𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 =
𝑆𝑆𝑡𝑡𝑃𝑃

𝑆𝑆0𝑃𝑃
= 𝑒𝑒�𝒘𝒘𝝁𝝁

𝑇𝑇−𝟏𝟏𝟐𝟐𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘
𝑇𝑇�𝑡𝑡+�𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡 (4) 

式(4)から、ポートフォリオグロスリターン𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 の期待値 𝐸𝐸(𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 )と分散 𝑉𝑉(𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 )は、それぞれ、式(5)、式(6)となる。 

𝐸𝐸(𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 ) = 𝐸𝐸 �𝑒𝑒�𝒘𝒘𝝁𝝁
𝑇𝑇−𝟏𝟏𝟐𝟐𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘

𝑇𝑇�𝑡𝑡+�𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡� = 𝑒𝑒�𝒘𝒘𝝁𝝁
𝑇𝑇−𝟏𝟏𝟐𝟐𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘

𝑇𝑇�𝑡𝑡𝐸𝐸 �𝑒𝑒�𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡�

= 𝑒𝑒�𝒘𝒘𝝁𝝁
𝑇𝑇−𝟏𝟏𝟐𝟐𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘

𝑇𝑇�𝑡𝑡𝑒𝑒�
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘

𝑇𝑇�𝑡𝑡 = 𝑒𝑒�𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇�𝑡𝑡 

(5) 

𝑉𝑉(𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 ) = 𝑉𝑉 �𝑒𝑒�𝒘𝒘𝝁𝝁
𝑇𝑇−𝟏𝟏𝟐𝟐𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘

𝑇𝑇�𝑡𝑡+�𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡� = 𝑒𝑒2�𝒘𝒘𝝁𝝁
𝑇𝑇−𝟏𝟏𝟐𝟐𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘

𝑇𝑇�𝑡𝑡𝑉𝑉 �𝑒𝑒�𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡�

= 𝑒𝑒2�𝒘𝒘𝝁𝝁
𝑇𝑇−𝟏𝟏𝟐𝟐𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘

𝑇𝑇�𝑡𝑡 �𝐸𝐸 ��𝑒𝑒�𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡�
2
� − �𝐸𝐸 �𝑒𝑒�𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡��

2

�

= 𝑒𝑒2�𝒘𝒘𝝁𝝁
𝑇𝑇−𝟏𝟏𝟐𝟐𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘

𝑇𝑇�𝑡𝑡 �𝐸𝐸 �𝑒𝑒2�𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡� − �𝐸𝐸 �𝑒𝑒�𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡��
2

�

= 𝑒𝑒2�𝒘𝒘𝝁𝝁
𝑇𝑇−𝟏𝟏𝟐𝟐𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘

𝑇𝑇�𝑡𝑡 �𝑒𝑒2�𝒘𝒘𝝁𝝁
𝑇𝑇−𝟏𝟏𝟐𝟐𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘

𝑇𝑇�𝑡𝑡 − �𝐸𝐸 �𝑒𝑒�𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡��
2

� 

    = 𝑒𝑒2𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇𝑡𝑡�𝑒𝑒𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝑡𝑡 − 1� 

 

 

 

 

(6) 

式(4)から、ポートフォリオ対数リターン𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 )の期待値 𝐸𝐸�𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 )�と分散 𝑉𝑉�𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 )�は、それぞれ、式

(7)、式(8)となる。 

𝐸𝐸�𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 )� = 𝐸𝐸 ��𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇 −
𝟏𝟏
𝟐𝟐
𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇� 𝑡𝑡 + �𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡� = �𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇 −

𝟏𝟏
𝟐𝟐
𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇� 𝑡𝑡 (7) 

𝑉𝑉�𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 )� = 𝑉𝑉 ��𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇 −
𝟏𝟏
𝟐𝟐
𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇� 𝑡𝑡 + �𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝐵𝐵𝑡𝑡� = 𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝑡𝑡 (8) 

 ここまでの議論を整理する。各資産𝑖𝑖, (𝑖𝑖 = 1,2,3,4)の時点 𝑡𝑡 における価格𝑆𝑆𝑡𝑡𝑖𝑖が式(1)の幾何ブラウン運動に従い、

ポートフォリオのウエイトを常に 𝒘𝒘 に維持するために時点 0 から時点 𝑡𝑡 まで連続リバランスを行い運用した場合

には、時点 0 においてポートフォリオの額が１であったものが、時点 𝑡𝑡 においては、𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 となり、このポートフォリオの



 
 

額の期待値は式(5)の𝐸𝐸(𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 ) = 𝑒𝑒�𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇�𝑡𝑡、ポートフォリオの額の分散は式(6)の𝑉𝑉(𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 ) = 𝑒𝑒2𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇𝑡𝑡�𝑒𝑒𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇𝑡𝑡 − 1�と

なる。また、𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 が従う確率分布は、確率変数 𝑋𝑋~𝑁𝑁��𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇 − 𝟏𝟏
𝟐𝟐
𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇� 𝑡𝑡, (𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇)𝑡𝑡� を用いて、𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 = 𝑒𝑒𝑋𝑋が

従う対数正規分布となる。時点 𝑡𝑡 において、ポートフォリオの額 𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃  が閾値 𝐾𝐾 を下回る確率は、𝑃𝑃(𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 ≤

𝐾𝐾) = 𝑃𝑃�𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑅𝑅0→𝑡𝑡𝑃𝑃 ) ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝐾𝐾)� = 𝑃𝑃�𝑋𝑋 ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝐾𝐾)�で与えられる。よって、下方確率が厳密に(近似を使わずに)求めら

れる。 

 

(リバランスを行わないケース) 

 次に、時点 0 から時点 𝑡𝑡 までリバランスを行わなかった場合のポートフォリオグロスリターンについて考える。各

資産𝑖𝑖, (𝑖𝑖 = 1,2,3,4)において、時点 0 の資産額 𝑆𝑆0𝑖𝑖 は、時点 𝑡𝑡 には式(1)を積分して得られる式(9)の𝑆𝑆𝑡𝑡𝑖𝑖となる。 

𝑆𝑆𝑡𝑡𝑖𝑖 = 𝑆𝑆0𝑖𝑖𝑒𝑒
�𝜇𝜇𝑖𝑖−12𝜎𝜎

𝑖𝑖2�𝑡𝑡+𝜎𝜎𝑖𝑖𝐵𝐵𝑡𝑡𝑖𝑖 (9) 

これを用いると、時点 0 のポートフォリオの資産額 𝑆𝑆0𝑃𝑃 は、時点 𝑡𝑡 には式(10)の𝑆𝑆𝑡𝑡
𝑃𝑃,𝑁𝑁となる。 

𝑆𝑆𝑡𝑡
𝑃𝑃,𝑁𝑁 = �𝑆𝑆0𝑖𝑖𝑒𝑒

�𝜇𝜇𝑖𝑖−12𝜎𝜎
𝑖𝑖2�𝑡𝑡+𝜎𝜎𝑖𝑖𝐵𝐵𝑡𝑡𝑖𝑖

4

𝑖𝑖=1

 (10) 

ここで、𝑆𝑆0𝑖𝑖 = 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑆𝑆0𝑃𝑃である。 

式(10)を用いると、時点 0 から時点 𝑡𝑡 までのポートフォリオグロスリターン𝑅𝑅0→𝑡𝑡
𝑃𝑃,𝑁𝑁を表す確率変数は、式(11)で与え

られる。 

𝑅𝑅0→𝑡𝑡
𝑃𝑃,𝑁𝑁 =

𝑆𝑆𝑡𝑡
𝑃𝑃,𝑁𝑁

𝑆𝑆0𝑃𝑃
= �𝑤𝑤𝑖𝑖𝑒𝑒

�𝜇𝜇𝑖𝑖−12𝜎𝜎
𝑖𝑖2�𝑡𝑡+𝜎𝜎𝑖𝑖𝐵𝐵𝑡𝑡𝑖𝑖

4

𝑖𝑖=1

 (11) 

式(11)からポートフォリオグロスリターン𝑅𝑅0→𝑡𝑡
𝑃𝑃,𝑁𝑁の期待値 𝐸𝐸�𝑅𝑅0→𝑡𝑡

𝑃𝑃,𝑁𝑁 � と分散 𝑉𝑉�𝑅𝑅0→𝑡𝑡
𝑃𝑃,𝑁𝑁 � は、それぞれ、式(12)、式(13)

となる。 

𝐸𝐸�𝑅𝑅0→𝑡𝑡
𝑃𝑃,𝑁𝑁 � = 𝐸𝐸 ��𝑤𝑤𝑖𝑖𝑒𝑒

�𝜇𝜇𝑖𝑖−12𝜎𝜎
𝑖𝑖2�𝑡𝑡+𝜎𝜎𝑖𝑖𝐵𝐵𝑡𝑡𝑖𝑖

4

𝑖𝑖=1

� = � 𝑤𝑤𝑖𝑖𝐸𝐸 �𝑒𝑒
�𝜇𝜇𝑖𝑖−12𝜎𝜎

𝑖𝑖2�𝑡𝑡+𝜎𝜎𝑖𝑖𝐵𝐵𝑡𝑡𝑖𝑖�
4

𝑖𝑖=1

= � 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑒𝑒𝜇𝜇
𝑖𝑖𝑡𝑡

4

𝑖𝑖=1
 

(12) 

𝑉𝑉�𝑅𝑅0→𝑡𝑡
𝑃𝑃,𝑁𝑁 � = 𝑉𝑉 �� 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑒𝑒

�𝜇𝜇𝑖𝑖−12𝜎𝜎
𝑖𝑖2�𝑡𝑡+𝜎𝜎𝑖𝑖𝐵𝐵𝑡𝑡𝑖𝑖

4

𝑖𝑖=1
� 

= � 𝑤𝑤𝑖𝑖2𝑒𝑒2𝜇𝜇
𝑖𝑖𝑡𝑡 �𝑒𝑒𝜎𝜎𝑖𝑖

2
𝑡𝑡 − 1�

4

𝑖𝑖=1
+ 2�𝑤𝑤𝑖𝑖𝑤𝑤𝑗𝑗𝑒𝑒�𝜇𝜇

𝑖𝑖+𝜇𝜇𝑗𝑗�𝑡𝑡 �𝑒𝑒𝜌𝜌𝑖𝑖,𝑗𝑗𝜎𝜎𝑖𝑖𝜎𝜎𝑗𝑗𝑡𝑡 − 1�
𝑖𝑖≠𝑗𝑗

 

(13) 

時点 0 におけるポートフォリオの額を１とすると、時点 0 から時点 𝑡𝑡 までリバランスを全くしなかった場合に、時点 

𝑡𝑡 における下方確率は、形式的に𝑃𝑃�𝑅𝑅0→𝑡𝑡
𝑃𝑃,𝑁𝑁 ≤ 𝐾𝐾� で与えられるが、対数正規分布には正規分布のような再生性は

なく、時点 𝑡𝑡 におけるポートフォリオの額 𝑅𝑅0→𝑡𝑡
𝑃𝑃,𝑁𝑁の分布が分からないためこれを精確に計算するのは容易でない。1

期間最適化モデルのパラメータとの対応関係を調べるため、𝜇𝜇𝑖𝑖𝑡𝑡 などを微小量と仮定して、期待値の式(12)の右

辺を𝑒𝑒𝜇𝜇𝑖𝑖𝑡𝑡のマクローリン展開 (𝑒𝑒𝑥𝑥 ≅ 1 + 𝑥𝑥)により 1 次近似すると式(14)を得る。 

𝐸𝐸�𝑅𝑅0→𝑡𝑡
𝑃𝑃,𝑁𝑁 � = � 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑒𝑒𝜇𝜇

𝑖𝑖𝑡𝑡
4

𝑖𝑖=1
≅� 𝑤𝑤𝑖𝑖�1 + 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑡𝑡�

4

𝑖𝑖=1
= � 𝑤𝑤𝑖𝑖

4

𝑖𝑖=1
+ � 𝑤𝑤𝑖𝑖𝜇𝜇𝑖𝑖𝑡𝑡

4

𝑖𝑖=1

= 1 + 𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇𝑡𝑡 

(14) 



 
 

分散の式(13)の右辺を 1 次近似する。𝑒𝑒2𝜇𝜇𝑖𝑖𝑡𝑡 ≅ 1とみなし、𝜎𝜎𝑖𝑖𝑡𝑡 などを微小量と仮定して、分散の式(13)の右辺

を𝑒𝑒𝜎𝜎𝑖𝑖𝑡𝑡などのマクローリン展開(𝑒𝑒𝑥𝑥 ≅ 1 + 𝑥𝑥)により 1 次近似すると式(15)を得る。 

𝑉𝑉�𝑅𝑅0→𝑡𝑡
𝑃𝑃,𝑁𝑁 � = � 𝑤𝑤𝑖𝑖2𝑒𝑒2𝜇𝜇

𝑖𝑖𝑡𝑡 �𝑒𝑒𝜎𝜎𝑖𝑖
2
𝑡𝑡 − 1�

4

𝑖𝑖=1
+  2�𝑤𝑤𝑖𝑖𝑤𝑤𝑗𝑗𝑒𝑒�𝜇𝜇

𝑖𝑖+𝜇𝜇𝑗𝑗�𝑡𝑡 �𝑒𝑒𝜌𝜌𝑖𝑖,𝑗𝑗𝜎𝜎𝑖𝑖𝜎𝜎𝑗𝑗𝑡𝑡 − 1�
𝑖𝑖≠𝑗𝑗

≅� 𝑤𝑤𝑖𝑖2𝜎𝜎𝑖𝑖
2𝑡𝑡

4

𝑖𝑖=1
+ 2�𝑤𝑤𝑖𝑖𝑤𝑤𝑗𝑗𝜌𝜌𝑖𝑖,𝑗𝑗𝜎𝜎𝑖𝑖𝜎𝜎𝑗𝑗𝑡𝑡

𝑖𝑖≠𝑗𝑗

= (𝒘𝒘𝛀𝛀𝒘𝒘𝑇𝑇)𝑡𝑡 
(15) 

このように、リバランスを全くしない場合は、近似式の形でポートフォリオの額 𝑅𝑅0→𝑡𝑡
𝑃𝑃,𝑁𝑁 の期待値や分散を求めること

ができる。ただし、運用期間が 𝑡𝑡 が長くなるにしたがって近似精度は急速に悪くなる。 

 

3．各資産のリターンが正規分布に従う離散モデル 

3.1 幾何ブラウン運動の離散化とデータサンプリング頻度 

各資産𝑖𝑖, (𝑖𝑖 = 1,2,3,4)の価格𝑆𝑆𝑛𝑛𝑖𝑖が幾何ブラウン運動に従う場合に、これを離散化して得られるリターン𝑋𝑋𝑘𝑘𝑖𝑖は式

(16)の正規分布に従う。1 

𝑋𝑋𝑘𝑘,∆𝑡𝑡
𝑖𝑖 =

𝑆𝑆𝑘𝑘+∆𝑡𝑡𝑖𝑖 − 𝑆𝑆𝑘𝑘𝑖𝑖

𝑆𝑆𝑘𝑘𝑖𝑖
= 𝜇𝜇∆𝑡𝑡𝑖𝑖 ∆𝑡𝑡 + 𝜎𝜎∆𝑡𝑡𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑘𝑘,∆𝑡𝑡

𝑖𝑖  (16) 

ここで、𝜀𝜀𝑘𝑘,∆𝑡𝑡
𝑖𝑖 は、平均が 0、分散が∆𝑡𝑡 の時系列的に独立な正規分布に従うものと仮定する。また、資産間の相関

構造は Cov�𝜀𝜀𝑘𝑘,∆𝑡𝑡
𝑖𝑖 , 𝜀𝜀𝑘𝑘,∆𝑡𝑡

𝑗𝑗 � = 𝜌𝜌𝑖𝑖,𝑗𝑗 であり、時系列的なクロス相関は無いものとする。この離散モデルを用いる場合、

データサンプリング頻度が少なくなると、式(1)で与えられる連続モデルに対する近似精度は低下する。日次(∆𝑡𝑡 =

1 252⁄ )のサンプリング頻度を利用する場合には、日次でサンプリングされた資産価格から式(16)の左辺を用いて

日次リターンの時系列データを作成したうえで、その期待値と標準偏差をとれば推定値 𝜇𝜇1 252⁄
𝑖𝑖  と𝜎𝜎1 252⁄

𝑖𝑖 がそれぞ

れ得られる。データを月次(∆𝑡𝑡 = 1 12⁄ )、四半期次(∆𝑡𝑡 = 1 4⁄ )、半年次(∆𝑡𝑡 = 1 2⁄ )、年次(∆𝑡𝑡 = 1)でサンプリング

する場合でも考え方は同様である。 

 

3.2 リバランスとデータサンプリングの頻度 

 ここでは、離散化された幾何ブラウン運動を用いて、リバランス頻度とデータサンプリングの頻度について検討す

る。まず、データのサンプリング頻度を半年次(年 2 回サンプル)とし、1 年間 (前半の半年と後半の半年)の運用を

試みる場合からはじめて、年𝑁𝑁回サンプルの場合に拡張したうえで、リバランスを行う場合と、リバランスを行わない

                                                      
1 本研究では、リバランス頻度とサンプリング頻度が、将来時点における下方確率を精確に導出する際に与える

影響を検討するため、離散モデルとして、式(16)のような連続モデルの離散化(算術リターンが正規分布に従う)を

選択した。別の離散モデルとして、式(16’)のように、対数リターンが正規分布に従うとするモデル(これは宮﨑

(2005)にある、Box-Cox 変換後の差分が正規分布に従うとするモデルに内包される)もある。式(16’)によるモデ

ル化は、多期間リターンが 1 期間リターンの和で記述できる一方で、ポートフォリオのリターンの取り扱いが複雑にな

る（正規分布や対数正規分布にならない）ため本研究では利用しない。 

𝑋𝑋𝑘𝑘,∆𝑡𝑡
𝑖𝑖 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 �

𝑆𝑆𝑘𝑘+∆𝑡𝑡𝑖𝑖

𝑆𝑆𝑘𝑘𝑖𝑖
� = 𝜇𝜇∆𝑡𝑡𝑖𝑖 ∆𝑡𝑡 + 𝜎𝜎∆𝑡𝑡𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑘𝑘,∆𝑡𝑡

𝑖𝑖  (16’) 

 



 
 

場合において下方確率の導出過程を比較する。 

各資産𝑖𝑖, (𝑖𝑖 = 1,2,3,4)の価格𝑆𝑆𝑛𝑛,1 2⁄
𝑖𝑖 から前半及び後半の半年間に得られるリターンを式(16)において、それぞ

れ、𝑘𝑘 = 1, 2とした 𝑋𝑋1,1 2⁄
𝑖𝑖 ,𝑋𝑋2,1 2⁄

𝑖𝑖  で表す。 

 

(データサンプリング頻度に合わせてリバランスを行う場合) 

式(16)の記法を用いて、1 単位時間を半年間にとると、1 つ(1 期間)のリターンは半年間のリターンとなり、期初

のウエイトが 𝒘𝒘 であるポートフォリオの半年間のリターンは ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋1,1 2⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1  となる。現在時点のポートフォリオ額を

𝑆𝑆0,1 2⁄
𝑃𝑃 と記すと、半年後、1 年後におけるポートフォリオの額は、それぞれ、𝑆𝑆1,1 2⁄

𝑃𝑃 、𝑆𝑆2,1 2⁄
𝑃𝑃  で表される。期初のウエイ

トが 𝒘𝒘 であるポートフォリオの半年間のリターンが ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋1,1 2⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1  であることを踏まえると、半年後や 1 年後におけ

るポートフォリオの額 𝑆𝑆1,1/2
𝑃𝑃 , 𝑆𝑆2,1/2

𝑃𝑃 とリターン 𝑋𝑋1,1 2⁄
𝑖𝑖 ,𝑋𝑋2,1 2⁄

𝑖𝑖 との関係は、式(17)、式(18)で表される。 

𝑆𝑆1,1 2⁄
𝑃𝑃 = 𝑆𝑆0,1 2⁄

𝑃𝑃 �1 + �𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋1,1 2⁄
𝑖𝑖

4

𝑖𝑖=1

� (17) 

𝑆𝑆2,1 2⁄
𝑃𝑃 = 𝑆𝑆1,1 2⁄

𝑃𝑃 �1 + �𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋2,1 2⁄
𝑖𝑖

4

𝑖𝑖=1

� (18) 

式(17)、式(18)を用いると、時点 0 (現在時点)から時点 2 (1 年後)までのポートフォリオグロスリターン（時点 0 に

おいて１単位金額を投資したものが時点 2 に幾らになっているかを表す）𝑅𝑅0→2,1 2⁄
𝑃𝑃 を表す確率変数は、式(19)で与

えられる。(連続モデルの式(4)に対応) 

𝑅𝑅0→2,1 2⁄
𝑃𝑃 =

𝑆𝑆2,1 2⁄
𝑃𝑃

𝑆𝑆0,1 2⁄
𝑃𝑃 =

𝑆𝑆0,1 2⁄
𝑃𝑃 �1 + ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋1,1 2⁄

𝑖𝑖4
𝑖𝑖=1 ��1 +∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋2,1 2⁄

𝑖𝑖4
𝑖𝑖=1 �

𝑆𝑆0,1 2⁄
𝑃𝑃

= �1 + �𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋1,1 2⁄
𝑖𝑖

4

𝑖𝑖=1

��1 + �𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋2,1 2⁄
𝑖𝑖

4

𝑖𝑖=1

� 
(19) 

1 単位時間を1 𝑁𝑁⁄ 年間にとると、1 つ(1 期間)のリターンは1 𝑁𝑁⁄ 年間のリターンとなり、これを𝑋𝑋1,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖 と記述すると、

時点 0 (現在時点)から時点𝑁𝑁 (1 年後)までのポートフォリオグロスリターン（時点 0 において１単位金額を投資し

たものが時点 𝑁𝑁に幾らになっているかを表す）𝑅𝑅0→𝑁𝑁,1 𝑁𝑁⁄
𝑃𝑃 を表す確率変数は、式(20)で与えられる。 

𝑅𝑅0→𝑁𝑁,1 𝑁𝑁⁄
𝑃𝑃 =

𝑆𝑆𝑁𝑁,1 𝑁𝑁⁄
𝑃𝑃

𝑆𝑆0,1 𝑁𝑁⁄
𝑃𝑃 = ��1 + �𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄

𝑖𝑖
4

𝑖𝑖=1

�
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

 (20) 

時点𝑁𝑁において、ポートフォリオの額 𝑅𝑅0→𝑁𝑁,1 𝑁𝑁⁄
𝑃𝑃  が閾値 𝐾𝐾 を下回る確率は、𝑃𝑃�𝑅𝑅0→𝑁𝑁,1 𝑁𝑁⁄

𝑃𝑃 ≤ 𝐾𝐾� = 𝑃𝑃�∏ �1 +𝑁𝑁
𝑗𝑗=1

∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1 � ≤ 𝐾𝐾� = 𝑃𝑃�𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙�∏ �1 + ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1 �𝑁𝑁
𝑗𝑗=1 � ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙� = 𝑃𝑃�∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙�1 + ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄

𝑖𝑖4
𝑖𝑖=1 �𝑁𝑁

𝑗𝑗=1 ≤

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙� ≅ 𝑃𝑃�∑ ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1
𝑁𝑁
𝑗𝑗=1 ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙� で与えられる。サンプリング頻度 𝑁𝑁 が十分に大きく ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄

𝑖𝑖4
𝑖𝑖=1  が

十 分 に 小 さ い な ら 、 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙�1 + ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1 � ≅ ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1  の 近 似 が 成 立 す る 。 こ こ で 、 確 率 変 数 

∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋1,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1  が従う分布は、リターンデータとして1 𝑁𝑁⁄ 年間のリターンを用いて求めた期待値と分散共分散行列、

それぞれ、𝝁𝝁𝟏𝟏 𝑵𝑵⁄ = �𝜇𝜇1,1 𝑁𝑁⁄ ,𝜇𝜇2,1 𝑁𝑁⁄ ,𝜇𝜇3,1 𝑁𝑁⁄ ,𝜇𝜇4,1 𝑁𝑁⁄ �と拡散行列 𝛀𝛀𝟏𝟏 𝑵𝑵⁄  から導かれる期待値 𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇𝟏𝟏 𝑵𝑵⁄ と分散 

𝒘𝒘𝛀𝛀𝟏𝟏 𝑵𝑵⁄ 𝒘𝒘𝑇𝑇を持つ正規分布に従う。このようにリバランスを行うケースでは、サンプリング頻度 𝑁𝑁 が十分に大きいな

らば、下方確率を正規分布から精確に求めることができる。 

 

(データサンプリング頻度に合わせたリバランスを行わない場合) 

 次に、時点 0 から時点 2 までリバランスを行わなかった場合のポートフォリオグロスリターンについて考える。 



 
 

 各資産𝑖𝑖, (𝑖𝑖 = 1,2,3,4)において、時点 0 の資産額 𝑆𝑆0,1 2⁄
𝑖𝑖  は、時点 2 には式(21)の𝑆𝑆2,1 2⁄

𝑖𝑖 となる。 

 

𝑆𝑆2,1 2⁄
𝑖𝑖 = 𝑆𝑆0,1 2⁄

𝑖𝑖 �1 + 𝑋𝑋1,1 2⁄
𝑖𝑖 ��1 + 𝑋𝑋2,1 2⁄

𝑖𝑖 � (21) 

これを用いると、時点 0 の総資産額 𝑆𝑆0𝑃𝑃 は、時点 2 には式(22)の𝑆𝑆2
𝑃𝑃,𝑁𝑁となる。 

𝑆𝑆2,1 2⁄
𝑃𝑃,𝑁𝑁 = 𝑆𝑆0,1 2⁄

𝑃𝑃 �𝑤𝑤𝑖𝑖

4

𝑖𝑖=1

�1 + 𝑋𝑋1,1 2⁄
𝑖𝑖 ��1 + 𝑋𝑋2,1 2⁄

𝑖𝑖 � (22) 

ここで、𝑆𝑆0,1 2⁄
𝑖𝑖 = 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑆𝑆0,1 2⁄

𝑃𝑃 である。 

式(22)を用いると、時点 0 から時点 2 までのポートフォリオグロスリターン𝑅𝑅0→2,1 2⁄
𝑃𝑃,𝑁𝑁 を表す確率変数は、式(23)で与

えられる。 

𝑅𝑅0→2
𝑃𝑃,𝑁𝑁 =

𝑆𝑆2
𝑃𝑃,𝑁𝑁

𝑆𝑆0𝑃𝑃
= �𝑤𝑤𝑖𝑖�1 + 𝑋𝑋1,1 2⁄

𝑖𝑖 ��1 + 𝑋𝑋2,1 2⁄
𝑖𝑖 �

4

𝑖𝑖=1

 (23) 

1 単位時間を1 𝑁𝑁⁄ 年間にとると、1 つ(1 期間)のリターンは1 𝑁𝑁⁄ 年間のリターンとなり、これを𝑋𝑋1,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖 と記述すると、

時点 0 (現在時点)から時点𝑁𝑁 (1 年後)までのポートフォリオグロスリターン（時点 0 において１単位金額を投資し

たものが時点 𝑁𝑁に幾らになっているかを表す）𝑅𝑅0→𝑁𝑁,1 𝑁𝑁⁄
𝑃𝑃 を表す確率変数は、式(24)で与えられる。 

𝑅𝑅0→𝑁𝑁,1 𝑁𝑁⁄
𝑃𝑃,𝑁𝑁 =

𝑆𝑆𝑁𝑁,1 𝑁𝑁⁄
𝑃𝑃,𝑁𝑁

𝑆𝑆0,1 𝑁𝑁⁄
𝑃𝑃 = �𝑤𝑤𝑖𝑖��1 + 𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄

𝑖𝑖 �
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

4

𝑖𝑖=1

 (24) 

時点𝑁𝑁において、下方確率は、𝑃𝑃�𝑅𝑅0→𝑁𝑁
𝑃𝑃,𝑁𝑁 ≤ 𝐾𝐾� = 𝑃𝑃�∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖 ∏ �1 + 𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄

𝑖𝑖 �𝑁𝑁
𝑗𝑗=1

4
𝑖𝑖=1 ≤ 𝐾𝐾� で与えられる。リバランスを

行う場合と異なり、ウエイト𝑤𝑤𝑖𝑖 が確率変数 ∏ �1 + 𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖 �𝑁𝑁

𝑗𝑗=1  の外にあるため、対数をとっても整理された形にな

らず、下方確率を正規分布から明示的に把握することはできない。 

 

3.3 リバランス頻度とデータサンプリング頻度が等しい場合のインプリケーション 

 リバランス頻度とデータサンプリング頻度が等しいケースについて、𝑇𝑇年間にわたって運用することを想定して、改

めて 1 期間最適化モデルを利用する際の注意点を指摘する。 

 

(頻度が年次の場合) 

年次の場合は、式(16)において ∆𝑡𝑡 = 1に設定すればよい。 

𝑋𝑋𝑘𝑘,1
𝑖𝑖 =

𝑆𝑆𝑘𝑘+1,1
𝑖𝑖 − 𝑆𝑆𝑘𝑘,1

𝑖𝑖

𝑆𝑆𝑘𝑘,1
𝑖𝑖 = 𝜇𝜇1𝑖𝑖 ∙ 1 + 𝜎𝜎1𝑖𝑖𝜀𝜀𝑘𝑘,1

𝑖𝑖  (16, ∆𝑡𝑡 = 1) 

年次リターン𝑋𝑋𝑘𝑘,1
𝑖𝑖 の期待値と標準偏差は、それぞれ、𝜇𝜇1𝑖𝑖、𝜎𝜎1𝑖𝑖となる。時点 0 (現在時点)から時点 𝑇𝑇 ( 𝑇𝑇年後)ま

でのポートフォリオグロスリターン（時点 0 において１単位金額を投資したものが時点 𝑇𝑇に幾らになっているかを表す）

𝑅𝑅0→𝑇𝑇,1
𝑃𝑃 を表す確率変数は、式(25)で与えられる。 

𝑅𝑅0→𝑇𝑇,1
𝑃𝑃 =

𝑆𝑆𝑇𝑇,1
𝑃𝑃

𝑆𝑆0,1
𝑃𝑃 = ��1 +�𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1

𝑖𝑖
4

𝑖𝑖=1

�
𝑇𝑇

𝑗𝑗=1

 (25) 

時点 𝑇𝑇において、ポートフォリオの額 𝑅𝑅0→𝑇𝑇,1
𝑃𝑃  が閾値 𝐾𝐾  を下回る確率は、𝑃𝑃�𝑅𝑅0→𝑇𝑇,1

𝑃𝑃 ≤ 𝐾𝐾� = 𝑃𝑃�∏ �1 +𝑇𝑇
𝑗𝑗=1

∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1 � ≤ 𝐾𝐾� = 𝑃𝑃�𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙�∏ �1 + ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1 �𝑇𝑇
𝑗𝑗=1 � ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙� = 𝑃𝑃�∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙�1 + ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1

𝑖𝑖4
𝑖𝑖=1 �𝑇𝑇

𝑗𝑗=1 ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙� ≅

𝑃𝑃�∑ ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1
𝑇𝑇
𝑗𝑗=1 ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙� で与えられる。サンプリング頻度 𝑁𝑁 = 1 は低いため、 ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄

𝑖𝑖4
𝑖𝑖=1  が十分に小さ



 
 

いとはいえず、 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙�1 + ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1 � ≅ ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1  の近似はかなり粗いと思われる。また、確率変数 

∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1  が従う分布は、リターンデータとして𝑇𝑇年間の(𝑇𝑇 個の)年次リターンを用いて推定した期待値ベクトルと

分散共分散行列、それぞれ、𝝁𝝁𝟏𝟏 = �𝜇𝜇1,1,𝜇𝜇2,1,𝜇𝜇3,1,𝜇𝜇4,1�と拡散行列 𝛀𝛀𝟏𝟏 から導かれる期待値 𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇𝟏𝟏と分散 

𝒘𝒘𝛀𝛀𝟏𝟏𝒘𝒘𝑇𝑇を持つ正規分布に従う。節 4 の数値例で確認するように、年次でサンプリングされたリターンデータから得

られるパラメータ推定値の信頼区間は相応に広く推定精度もかなり粗い。 

 

(頻度が半年次(𝑵𝑵 = 𝟐𝟐)、四半期次(𝑵𝑵 = 𝟒𝟒)、月次(𝑵𝑵 = 𝟏𝟏𝟏𝟏)、週次(𝑵𝑵 = 𝟓𝟓𝟓𝟓)、日次(𝑵𝑵 = 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐)の場合) 

1 𝑁𝑁⁄  年次サンプリングの場合は、式(16)において ∆𝑡𝑡 = 1 𝑁𝑁⁄ に設定すればよい。 

𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖 =

𝑆𝑆𝑗𝑗+1,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖 − 𝑆𝑆𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄

𝑖𝑖

𝑆𝑆𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖 = 𝜇𝜇1 𝑁𝑁⁄

𝑖𝑖 ∙
1
𝑁𝑁

+ 𝜎𝜎1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄

𝑖𝑖  (16, ∆𝑡𝑡 = 1 𝑁𝑁⁄ ) 

1 𝑁𝑁⁄  年次リターン𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖 の期待値と標準偏差は、それぞれ、𝜇𝜇1 𝑁𝑁⁄

𝑖𝑖 /𝑁𝑁 、𝜎𝜎1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖 /√𝑁𝑁となる。時点 0 (現在時点)から

時点 𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇 ( 𝑇𝑇年後)までのポートフォリオグロスリターン（時点 0 において１単位金額を投資したものが時点 𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇
に幾らになっているかを表す）𝑅𝑅0→𝑁𝑁∙𝑇𝑇,1 𝑁𝑁⁄

𝑃𝑃 を表す確率変数は、式(26)で与えられる。 

𝑅𝑅0→𝑁𝑁∙𝑇𝑇,1 𝑁𝑁⁄
𝑃𝑃 =

𝑆𝑆𝑁𝑁∙𝑇𝑇,1 𝑁𝑁⁄
𝑃𝑃

𝑆𝑆0,1 𝑁𝑁⁄
𝑃𝑃 = ��1 + �𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄

𝑖𝑖
4

𝑖𝑖=1

�
𝑁𝑁∙𝑇𝑇

𝑗𝑗=1

 (26) 

時点 𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇 ( 𝑇𝑇年後)において、ポートフォリオの額 𝑅𝑅0→𝑁𝑁∙𝑇𝑇,1 𝑁𝑁⁄
𝑃𝑃  が閾値𝐾𝐾を下回る確率は、𝑃𝑃�𝑅𝑅0→𝑁𝑁∙𝑇𝑇,1 𝑁𝑁⁄

𝑃𝑃 ≤

𝐾𝐾� = 𝑃𝑃�∏ �1 + ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1 �𝑁𝑁∙𝑇𝑇
𝑗𝑗=1 ≤ 𝐾𝐾� = 𝑃𝑃�𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙�∏ �1 + ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄

𝑖𝑖4
𝑖𝑖=1 �𝑁𝑁∙𝑇𝑇

𝑗𝑗=1 � ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙� = 𝑃𝑃�∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙�1 +𝑁𝑁∙𝑇𝑇
𝑗𝑗=1

∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1 � ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙� ≅ 𝑃𝑃�∑ ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1
𝑁𝑁∙𝑇𝑇
𝑗𝑗=1 ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙� で与えられる。ここで、サンプリング頻度𝑁𝑁を高くするに

従って、 ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1  は小さくなり、𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙�1 + ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1 � ≅ ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1 の近似精度は高まる。ここで、確率

変数 ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋1,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1  が従う分布は、リターンデータとして𝑇𝑇年間の(𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇 個の) 1 𝑁𝑁⁄ 年次リターンを用いて求めた

期待値ベクトル(𝝁𝝁𝟏𝟏 𝑵𝑵⁄ = �𝜇𝜇1,1 𝑁𝑁⁄ ,𝜇𝜇2,1 𝑁𝑁⁄ ,𝜇𝜇3,1 𝑁𝑁⁄ ,𝜇𝜇4,1 𝑁𝑁⁄ �)と分散共分散行列(𝛀𝛀𝟏𝟏 𝑵𝑵⁄ )から導かれる期待値 𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇𝟏𝟏 𝑵𝑵⁄ と

分散 𝒘𝒘𝛀𝛀𝟏𝟏 𝑵𝑵⁄ 𝒘𝒘𝑇𝑇を持つ正規分布に従う。 

このように、リバランス頻度とデータサンプリング頻度が等しい場合、年次、半年次、月次、週次、日次の何れの

頻度であっても、将来時点における下方確率を近似的に正規分布から求めることができる。先にみた「𝑇𝑇個の年次

リターンから得られるパラメータ(期待値 𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇𝟏𝟏、分散 𝒘𝒘𝛀𝛀𝟏𝟏𝒘𝒘𝑇𝑇)に対する信頼区間の大きさ」に対して、「𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇 個

の𝑁𝑁次リターンから得られるパラメータ(期待値 𝒘𝒘𝝁𝝁𝑇𝑇𝟏𝟏 𝑵𝑵⁄ 、分散 𝒘𝒘𝛀𝛀𝟏𝟏 𝑵𝑵⁄ 𝒘𝒘𝑇𝑇)に対する信頼区間」は、サンプリング頻

度𝑁𝑁を高くするに従って縮小する。 

 これまでの議論を踏まえると、平均や分散といった 1 期間最適化モデルのパラメータと下方確率との対応関係を

正規分布から明示的に把握するには、『データのサンプリング頻度と運用で想定されるリバランスの頻度が共に十

分高い』条件が満たされればよい。 
 

4．数値例 

節 1 では、先行研究として本多(2019)を紹介し、推定されたパラメータに基づく最適化を試みる際には、パラメ

ータ値は、不偏性を有することに加えて、その信頼区間が出来るだけ小さいことが望まれるため、十分な個数のリ

ターンデータを確保することができるサンプリング頻度が必要であることを指摘した。また、節３において、リバランス

頻度とデータサンプリング頻度が等しい場合、𝑇𝑇 年後の下方確率が近似的に、𝑃𝑃�∑ ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1
𝑇𝑇
𝑗𝑗=1 ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙� (年



 
 

次の場合)、𝑃𝑃�∑ ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1
𝑁𝑁∙𝑇𝑇
𝑗𝑗=1 ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙� (1 𝑁𝑁⁄ 年次の場合)で与えられることを示した。下方確率の信頼区間

は、対数関数の 1 次近似の他、正規分布に従う確率変数 ∑ ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1
𝑖𝑖4

𝑖𝑖=1
𝑇𝑇
𝑗𝑗=1 や ∑ ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄

𝑖𝑖4
𝑖𝑖=1

𝑁𝑁∙𝑇𝑇
𝑗𝑗=1 の期待値や分

散に関する推定区間の影響を受ける。 

数値例においては、正規分布に従うリターンデータとして、 1 𝑁𝑁⁄  年次サンプリングした 𝑇𝑇 年間にわたる 𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇 

個リターンデータ 𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄ を想定する。サンプリング頻度は、年次、半年次、四半期次、月次、週次、日次(𝑁𝑁 =

1,2,4,12,52,252)を対象とし、リターンデータの年数は、5 年間と 25 年間(𝑇𝑇 = 5,25)を対象とし、これらのリターンデ

ータセットから求めた期待値と標準偏差の信頼区間について検討する。期待値と標準偏差の信頼区間に関して、

詳しくは、野田・宮岡(1990)などを参照されたい。 

 

(期待値の信頼区間) 

1 𝑁𝑁⁄  年次サンプリングした 𝑇𝑇 年間にわたる 𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇 個のリターンデータ 𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄ から推定される期待値と不偏分

散をそれぞれ、𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ 、𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄
2 で表すと、それぞれ、式(27)、式(28)で与えられる。 

𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ =
1

𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇
�𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄

𝑁𝑁∙𝑇𝑇

𝑗𝑗=1

 (27) 

𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄
2 =

1
𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇 − 1

��𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄ − 𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ �2
𝑁𝑁∙𝑇𝑇

𝑗𝑗=1

 (28) 

真の1 𝑁𝑁⁄  年次リターンの期待値を𝜇𝜇1 𝑁𝑁⁄ で表すと、
𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ −𝜇𝜇1 𝑁𝑁⁄

𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄
2 √𝑁𝑁∙𝑇𝑇⁄ ~𝑡𝑡𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1である。𝑡𝑡𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1は、自由度𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇 − 1の 𝑡𝑡 分布、

𝑡𝑡𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼2
 を自由度𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇 − 1の 𝑡𝑡 分布の上側100(𝛼𝛼 2⁄ )パーセント点とすると、式(29)を得る。 

𝑃𝑃 �−𝑡𝑡𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼2
≤
𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ − 𝜇𝜇1 𝑁𝑁⁄

𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄
2 √𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇⁄

≤ 𝑡𝑡𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼2
� = 1 − 𝛼𝛼 (29) 

式(29)を書き直すと、式(30)を得る。 

𝑃𝑃 �𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ − 𝑡𝑡𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼2

𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄

√𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇
≤ 𝜇𝜇1 𝑁𝑁⁄ ≤ 𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ + 𝑡𝑡𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼2

𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄

√𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇
� = 1 − 𝛼𝛼 (30) 

式(30)から、𝜇𝜇1 𝑁𝑁⁄ の100(1− 𝛼𝛼)％信頼区間は、�𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ − 𝑡𝑡𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼2

𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄

√𝑁𝑁∙𝑇𝑇
,𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ + 𝑡𝑡𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼2

𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄

√𝑁𝑁∙𝑇𝑇
�となる。式(30)の左

辺の不等式に𝑁𝑁を掛けた式(31)を用いて、年率換算した期待値 𝑁𝑁 ∙ 𝜇𝜇1 𝑁𝑁⁄ の信頼区間を求める。 

𝑃𝑃 �𝑁𝑁 ∙ 𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ − 𝑡𝑡𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼2

𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄ √𝑁𝑁
√𝑇𝑇

≤ 𝑁𝑁 ∙ 𝜇𝜇1 𝑁𝑁⁄ ≤ 𝑁𝑁 ∙ 𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ + 𝑡𝑡𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼2

𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄ √𝑁𝑁
√𝑇𝑇

� = 1 − 𝛼𝛼 (31) 

つまり、年率換算した期待値 𝑁𝑁 ∙ 𝜇𝜇1 𝑁𝑁⁄ の信頼区間は、式(32)で与えられる。 

𝑃𝑃 �𝑁𝑁 ∙ 𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ − 𝑡𝑡𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼2

𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄ √𝑁𝑁
√𝑇𝑇

,𝑁𝑁 ∙ 𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ + 𝑡𝑡𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼2

𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄ √𝑁𝑁
√𝑇𝑇

� (32) 

式(32)の𝑁𝑁 ∙ 𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ において、1 ∙ 𝑋𝑋�1 = 2 ∙ 𝑋𝑋�1 2⁄ = 4 ∙ 𝑋𝑋�1 4⁄ = 12 ∙ 𝑋𝑋�1 12⁄ = 52 ∙ 𝑋𝑋�1 52⁄ = 252 ∙ 𝑋𝑋�1 252⁄ であること、

𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄ √𝑁𝑁 において、𝑈𝑈1√1 = 𝑈𝑈1 2⁄ √2 = 𝑈𝑈1 4⁄ √4 = 𝑈𝑈1 12⁄ √12 = 𝑈𝑈1 52⁄ √52 = 𝑈𝑈1 252⁄ √252 であることに注意する

と、サンプリング頻度の違いが年率換算した期待値の信頼区間に本質的な影響を与えるのは、信頼係数となる 

𝑡𝑡𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼2
 の自由度である。 

 



 
 

(分散の信頼区間) 

 真の1 𝑁𝑁⁄  年次リターンの分散を 𝜎𝜎1 𝑁𝑁⁄
2 で表すと、

∑ �𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄ −𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ �2𝑁𝑁∙𝑇𝑇
𝑗𝑗=1

𝜎𝜎1 𝑁𝑁⁄
2 ~𝜒𝜒𝑁𝑁∙𝑇𝑇−12 、𝜒𝜒𝑁𝑁∙𝑇𝑇−12 は、自由度 𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇 − 1のカイ

二乗分布、𝜒𝜒𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼 2⁄
2 を自由度 𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇 − 1のカイ二乗分布の上側100(𝛼𝛼 2⁄ )パーセント点とすると、式(33)を得る。 

𝑃𝑃 �𝜒𝜒𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,1−𝛼𝛼 2⁄
2 ≤

∑ �𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄ − 𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ �2𝑁𝑁∙𝑇𝑇
𝑗𝑗=1

𝜎𝜎1 𝑁𝑁⁄
2 ≤ 𝜒𝜒𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼 2⁄

2 � = 1 − 𝛼𝛼 (33) 

式(33)を書き直すと、式(34)を得る。 

𝑃𝑃 �
∑ �𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄ − 𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ �2𝑁𝑁∙𝑇𝑇
𝑗𝑗=1

𝜒𝜒𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼 2⁄
2 ≤ 𝜎𝜎1 𝑁𝑁⁄

2 ≤
∑ �𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄ − 𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ �2𝑁𝑁∙𝑇𝑇
𝑗𝑗=1

𝜒𝜒𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,1−𝛼𝛼 2⁄
2 � = 1 − 𝛼𝛼 (34) 

式(34)から、𝜎𝜎1 𝑁𝑁⁄
2 の100(1− 𝛼𝛼)％信頼区間は、�

∑ �𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄ −𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ �2𝑁𝑁∙𝑇𝑇
𝑗𝑗=1

𝜒𝜒𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼 2⁄
2 ,

∑ �𝑋𝑋𝑗𝑗,1 𝑁𝑁⁄ −𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ �2𝑁𝑁∙𝑇𝑇
𝑗𝑗=1

𝜒𝜒𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,1−𝛼𝛼 2⁄
2 �となる。 

年率換算した分散 𝑁𝑁 ∙ 𝜎𝜎1 𝑁𝑁⁄
2 の信頼区間は、式(34)の左辺において、式(28)を適用して、不等式に𝑁𝑁を掛けると式

(35)となる。 

𝑃𝑃 �
(𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇 − 1)
𝜒𝜒𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼 2⁄
2 𝑁𝑁 ∙ 𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄

2 ≤ 𝑁𝑁 ∙ 𝜎𝜎1 𝑁𝑁⁄
2 ≤

(𝑁𝑁 ∙ 𝑇𝑇 − 1)
𝜒𝜒𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,1−𝛼𝛼 2⁄
2 𝑁𝑁 ∙ 𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄

2 � = 1 − 𝛼𝛼 (35) 

𝑁𝑁 ∙ 𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄
2  において、1 ∙ 𝑈𝑈12 = 2 ∙ 𝑈𝑈1 2⁄

2 = 4 ∙ 𝑈𝑈1 4⁄
2 = 12 ∙ 𝑈𝑈1 12⁄

2 = 52 ∙ 𝑈𝑈1 52⁄
2 = 252 ∙ 𝑈𝑈1 252⁄

2 であることに注意する

と、サンプリング頻度の違いが年率換算した分散の信頼区間に本質的な影響を与えるのは、係数 
(𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1)
𝜒𝜒𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,𝛼𝛼 2⁄
2  や 

(𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1)
𝜒𝜒𝑁𝑁∙𝑇𝑇−1,1−𝛼𝛼 2⁄
2  の値である。 

 真の年次リターンの期待値𝑁𝑁 ∙ 𝜇𝜇1 𝑁𝑁⁄ と標準偏差√𝑁𝑁 ∙ 𝜎𝜎1/ 𝑁𝑁を、それぞれ、5%、10%に、𝛼𝛼を 0.05 に設定した数値

例を示す。リターンデータの年数として、5 年間と 25 年間を対象にした、期待値の信頼区間をそれぞれ、図 1 に、

標準偏差の信頼区間をそれぞれ、図 2 に示した。ここでは、真のリターンの期待値と分散と等しい推定値が得られ

た（𝜇𝜇1 𝑁𝑁⁄ = 𝑋𝑋�1 𝑁𝑁⁄ ,𝜎𝜎1 𝑁𝑁⁄
2 = 𝑈𝑈1 𝑁𝑁⁄

2 ）場合における信頼区間を示している。 

 期待値の信頼区間に着目すると、リターンデータの年数𝑇𝑇を 5 年(図 1a)から 25 年(図 1b)へと長くとると信頼区

間は大きく縮小するが、サンプリング頻度𝑁𝑁を増やしても信頼区間へ与える影響は小さい、特に、リターンデータの

年数が 25 年の場合には、この影響は殆ど確認できない。 

 標準偏差の信頼区間に着目すると、リターンデータの年数𝑇𝑇を 5 年(図 2a)から 25 年(図 2b)へと長くとると、期待

値の場合と同様に、信頼区間は大きく縮小する。サンプリング頻度𝑁𝑁を増やすと、リターンデータの年数にかかわら

ず、信頼区間は縮小する。特に、リターンデータの年数が 5 年の場合に、この影響は大きい。 

 数値例から投資機会が変動しない場合のインプリケーションとして、次の 2 点が挙げられる。まず、標準偏差の信

頼区間は、サンプリング頻度を高くするに従って急速に縮小するため、下方確率をシャープに把握するには、現実

的なリバランス頻度を踏まえたうえで、データサンプリング頻度を高めるのが効果的である。次に、期待値の信頼区

間は、リターンデータの年数を長く取らないと信頼区間は本質的に縮小しない。しかし、リターンデータの年数を長く

取ろうとすると、将来の経済前提とは異なるような期間を含むことが懸念される。期待リターンとしては、適切な手

法を用いて推定したフォワードルッキングな推定値を用いるなど、単純に過去のリターンデータから推定するのとは

別のアプローチを利用することが望ましいだろう。 

 

 



 
 

 

 

  

(a) リターンデータの年数 T=5 (b) リターンデータの年数 T=25 

図１ 年率換算した期待値の 95%信頼区間 

 

 

  

(a) リターンデータの年数 T=5 (b) リターンデータの年数 T=25 

図 2 年率換算した標準偏差の 95%信頼区間 

 

 

5．まとめと今後の課題 

本論文では、連続モデルと離散モデルの双方に関して、投資機会が変動しない場合に、平均や分散といった 1

期間最適化モデルのパラメータと下方確率との対応関係を正規分布から明示的に把握するには、『データのサン

プリング頻度と運用で想定されるリバランスの頻度が共に十分高い』条件が満たされればよいことを示した。更に、

インプリケーションとして、効率的フロンティアや下方確率をシャープに把握するという観点では、なるべく多くのサン

プルがとれるサンプリング頻度でリターンデータを収集するのがよいと分かった。 



 
 

 今後の課題としては、主に、次の 4 つが挙げられる。 

(1) 下方確率を求める際の目標額を定数値𝐾𝐾としたが、応用上この目標額も確率変数となることが考えられ、モデ

ルを拡張することが望まれる。 

(2) フォワードルッキングな期待リターンや分散共分散行列に関する適切な推定手法やマーケットデータなどを模

索する。 

(3) 実証分析を踏まえて、必要に応じて、投資機会が変動する場合に拡張する。 

(4) GPIF の基本ポートフォリオは、5 年毎に財政検証を踏まえて見直される。長期の運用において、1 期間モデル

を用いることの妥当性は十分に検討しておく必要があろう。その際には、枇々木(2004)にある多期間ポートフ

ォリオ最適化モデルの枠組みが有用と思われる。 
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